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している領域の三角形分割の方法に注目し、補間関数として二次要素を用いた有限要素法解析で

必要とされる煩雑なデータを自動的に要素分割された三角形のデータから作成する方法を提案す

る。また、解析結果の表示においても三角形分割の方法を利用することにより等高線表示に加え

て立体表示も容易に行うことができることを示し、最後に、本報告の適用例を示しデータの作成、

解析、結果の表示という一連の有限要素法解析が容易に行えることを示す。

: はじめに

近年の電子計算機の急速な発達と実用的な数値解析

法の研究の進展により、これまで比較的簡単な条件の

もとで解析されていた境界値問題等に対しても、より

精密な解析が行えるようになってきている。そのよう

な中で有限要素法は、解析点の設定を自由に行えると

共に媒質の特性等も容易に考慮することができるなど

の利点を有し、広範な分野において実験に代わる標準

的な数値シミュレーション法として利用されるように

なってきている。しかし、有限要素法の利点である解

析点の設定における自由度の高さは、逆にそのための

データ作成の手間が煩雑になるという欠点にもなって

いる。一般に、有限要素法では、その解析部分や解析

点の配置や領域の分害」等については触れられるが、

データの作成等については触れられることが少ない。

そのため、データの作成は自動分割法の研究や専用の

処理系等もあるが手作業によることも多く、解析点数

が多くなるにつれて労力が増すと共に誤りも生じやす

く解析点の変更等も容易ではなくなる。

本報告では、精度の向上をはかるために三角形二次

要素を用いた有限要素法の解析に必要とされるデータ

を高澤の提案している領域の三角形分割の方法を用い

ることにより、解析領域に誘電率の異なる媒質を含む

場合にも容易に構成することができることを示す。ま

た、解析では電子計算機のメモリ容量の節約の観点か

ら連立方程式を緩和計算により解き、解析結果も領城

の三角形分割を利用して等高線表示および立体表示に

より示している。

‖ 解 析

1。 有限要素法 (二次要素)lll

有限要素法は、変分法に基づいた汎関数の最小化間

題を基礎とする境界値問題の数値解析法の一つであ

り、汎関数の積分を小さな領域に分割し、各領域ごと

に区分的に定義された近似関数を用いて解析する点が

大きな特徴となっている。

本報告では、二次元の Laplace方程式を用いて静電
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場を解析するため、電位関数と媒質の誘電率をそれぞ

れφェ,およびε(っ として、つぎの汎関数を考える。

LQ♪ヂ÷{ε I警 )午ら(警駐
ここで、Sは解析領域全体を表わす。そして、この

汎関数を最小とする電位関数 φ響)を求めるため、積分

領域を三角形の領域に分割し、その各領城内で電位関

数をつぎの二次関数により近似する。

薇ぇ
"=al+%″

+a夕十

“

″2+“″ +a6y2

=[ル「]′ [α]                 (2)
このとき、各三角形領域において頂点および各辺の中

点の 6節点を考え、誘電率は領域内で一定とする。ま

た、座標系に対しては領域内において一次関数により

補間を行うものとする。

これらから、各三角形領域内での汎関数はつぎのよ

うな行列の形で表すことができる。

ι。(aっ)=÷ [φ ]′ [κ ][φ]   0
ここで、[κ]はつぎのように表される行列である。

[κ]=∫∫{εズ[鳩][馬]`+εッ[馬][巧]`}妨
S・

(4)

また、行列 [Ⅳ,]=や [Ⅳレ]`は三角形の6節点における

座標と電位値の関係からつぎのように表される。

[4][α〕=[φ ]                   (5)
から

●っ =[″ ]ι [ク ]

=[〃 ]=[五 ]‐ [φ ]

=[Ⅳ ]`[φ ]                 (6)

子=(多Ⅳ・ )回
= [″写]=[φ ]                (7)

[Nレ]`についても同様である。

そして有限要素法では、これから構成されるつぎの

全体の節点方程式 (連立方程式)を解くことにより各

節点での電位値薇."を求めることができる。
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ところで、14)式の [K]の各要素の計算は、分割さ

れた三角形の形状が任意であることから、面積座標を

用いて基準要素に対して求めておき、実際の三角形と

の対応は座標変換により考慮するという方法がよく用

いられている。。)

図 l 基準要素への変換

図 1に示される6節点二次要素では、補間関数の基

底関数はつぎのように表される。

0)

一方、座標変換については一次関数による対応を考

えると(■ ,■ )を座標値として、つぎの式が成り立つ。

ただし、
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2△●=(■ ―■)0,一ヵ)― (場―

“
)0-ヵ) 

。ゅ
=blQ― b20

以上から、座標変換を考慮して [κ]を求めるとつ

ぎのようにまとめられる。

[κ ]=∫∫εχ[鳩][鳩]'4″+
S・

∬εノ叫]叫]=“
S・

=∬弁仏叫]―あ帆D
S・

(bl[Ⅳ
`]―
b2[ⅣЪ])tⅢdt      l13

+∬弁 {α [～]+の [鳩 ]}
S・

{― a[JVξ]+Q[ⅣЪ]}り蒻ξ

ただしF[κ]+[κ ]

帯行列であり、また零成分の割合の多い疎行列でもあ

る。一方、連立方程式の解法としては 6あsの消去法
がよく用いられるが、有限要素法では節点数が多くな

るにつれ、O″sの消去法は計算機の記憶容量や計算

時間の観点からあまり効率的な解法ではなくなる。本

報告では、特に記憶容量を節約する観点から、反復法

による代表的な解法である緩和法 60R法 )を用い、
パソコンでも十分解が得られるものとしている。

つぎに緩和法では、注目している節点のまわりの節

点の電位値から更新値が求められるが、これは全体の

節点方程式の1行に対応し、注目点が関係する小三角

形の情報をもとに構成することができる。ここで、二

次補間関数を用いた場合には節点が小三角形の頂点と

辺上にあるため、それぞれ更新値を求める関係式はつ

ぎのようになる。

・頂点 1の更新値φlの とき

卜÷(ε蒟2+εンa2]ム

=Σ÷[(ε文・・+εッaあ)(φ 4a)   00
-{ε

 χo(rl+● )+εッb,(a+あ )}(ムー4^)]

・辺上の点 4の更新値 ●のとき

=Σ÷[(εχ60+εγaのに1+携 )+ムε χ6(o+o)
+ε .11(bl+ら )}悛 +2{ε メ々(G+o)+ε ンあくみ+あ ))● ]

00

また、この 2点以外の頂点と辺上の節点については、

基準要素への座標変換のときに注目点が頂点 1や辺上

の点 4になるようにすることで考慮することができ

る。したがって、あらかじめデータとして注目点が頂

点か辺上の節点であることを判定できるようにしてお

く必要がある。一方、計算に必要となる各小三角形領

域を構成する節点の関係や電位値を更新していく節点

の順番等のデータも節点が関与する小三角形のデータ

と共に必要とされる。

Ⅲ 領域分割とプリプロセツサ
実際の有限要素法の解析では、各分割領域である小

三角形領域を構成する節点の関係および節点が関係す

る小三角形領域の関係を与えなければならない。ここ

で、前者は近似関数を構成するときに利用され、後者

は一般には連立方程式 (節点方程式)を構成するため

に利用されるが、本報告では緩和計算において注目す
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また、[ん]は [ス6]においてεχ→εyム→rl a→ ら

と変換をしたものである。

これらを用いることにより有限要素法解析において

最終的に解くべき方程式 (全体の節点方程式)を構成

することができる。ここで、節点の番号の添字は小三

角形によるものと全体のものとを適宜対応させるもの

とする。

2.緩和計算と節点データ
有限要素法で解くべき連立方程式の大きさは節点の

数と等しくなるが、各行の式は注目している節点の電

位値 φ.で微分したものであり、その節点を含む小三角

形の節点に関係する項以外は零となる。そのため係数

行列は、非零の項が行列の対角成分の付近に集中した
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る節点と周囲の節点との関係を得るために用いられ

る。また、緩和計算では電位関数値 φ々を更新していく

節点の順番もデータとして与えなければならない。一

般に、このようなデータの作成は、汎用的な前処理プ

ログラムを利用することもできるが、手作業によるこ

とが多く、節点の数が増すにつれて作業が煩雑になる

と共に誤りなども生じやすく、データの変更等に対し

ても修正が行いにくくなる。本報告では、これらの欠

点に対して高澤の提案している二次元領域内に任意に

与えられた点を頂点とする領域の三角形分割のアルゴ

リズム121に注目し、必要とされるデータの作成を容易

に行う前処理プログラムを以下のように構成してい

る。●X41

高澤は与えられた境界の線分に対し、領域内の点か

らその線分を見込む角が最大となるものを選び三角形

を構成していく領域の分割の方法を提案している。こ

の方法はつくられた三角形の辺を新たな境界線分とし

て三角形を構成していくと、境界の線分 (ま たは三角

形)が領域の内部へと向かい、やがてすべての線分が

三角形の辺となり境界の線分がなくなったところで領

城の三角形分割が終了する。図 2は、領域分割の様子

を示したもので、与えられた節点の配置(a)と 三角形が

構成されて境界が内部へ向かう途中の状態(b)、 そして

分割が終了した状態(C)を示している。

これらの分害」の過程は、表 1のような線分テープル

を構成していく形にまとめられる (節点の様子は図

3)。 そして、有限要素法で必要とされるデータは、こ

のテープルを利用することにより容易に作成すること

ができる。ここで、線分テープルでは方向付けられた

線分 bern‐ endに対し三角形の第 3の頂点を leftの点

として節点番号を記入し、新たに構成された線分が

テープルに追加される。このとき、追加される線分の

中にはすでに構成された三角形の辺として登録されて

いるものもある。また、leftの点が定まると一つの三角

形が構成されるのでこのときに三角形の番号も設定さ

れる。一方、五ghtには線分の右側に構成される三角形

の頂点が、midには線分の中点がそれぞれ設定され、

後の等高線の追跡や三角形の 6節点として利用され

る。これから、三角形を構成する節点の関係および節

点のまわりの三角形の関係のデータを得ることができ

る。

また、緩和計算のときの更新点の順番も三角形を構

成するときに定められるLeftの 点を重複がないよう

に指定すると、分割三角形の構成方法から、境界に近

い方から内側に向かっていくため緩和計算にとっては

30

図 2 領域の三角形分割

表 1 線分テープル
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Rl●t

図3 線分と三角形

効率的なものとなることがわかる。さらに、境界上の

節点に Dlrichlet条件のものだけでなくNeumann条

件のものも含むときは、はじめに境界上の Neumam
条件の節点を更新点として指定した後、Leftの 点を指

定することにより考慮することができる。(図 4)

つぎに高澤の分割法では分割領域内の媒質について

特に考慮されていないが、有限要素法解析では領域内

に誘電率の異なる媒質を含むときも解析を行うことが

できるので、分割を行うときにこの媒質の違いを考慮

できれば、分割データの作成プログラムの適用範囲を

広げることができる。本報告では、節点のデータにそ

の点が含まれる媒質の誘電率を与えることにより従来

の第 3の頂点の選択基準である「線分を見込む角度が

最大になる」よりも「三角形の 3頂点の誘電率の値が

異ならない」という条件を優先させることにより考慮

している。ただし、境界上の誘電率は不定として頂点

の候補に含めている。また、このときの誘電率の値は

各分割三角形内の誘電率の値として解析において利用

される。(図 5)

以上により節点と境界のデータから有限要素法で必

(a)DICHet条 件 (b)D■酬et条絆とNeumm条件

図 4 更新点と境界条件

要とされるデータを構成することができるが、ここで

作成されるデータは各三角形の 3頂点を節点として領

域内の電位を一次式で補間するものである。本報告で

は二次関数による電位の補間を考えるため、さらに

データについて考慮する必要がある。すなわち、二次

関数による補間では図 6の ように各三角形の辺上に新

たに節点を設ける必要がある。これは、線分テープル

に登録されている線分の中点を新たな節点 midと し

て設定し、三角形に含まれる6節点や節点が関与する三

角形との関係も線分テープルから一次補間のときと同

様に導くことができる。ここで、Ⅱ-2節で述べたよ
うに緩和計算のとき考慮すべき計算式を節点の位置に

より三角形の頂点のときと辺上のときとで使い分ける

必要性から節点がどちらのものかを区別できるよう判

定用のデータを付加している。さらに、緩和計算のと

きの電位の更新点の順番も図 7に示されるように三角

形の6節点の中の第 3の頂点を挟む 2つの辺上の点を

第 1から第 3の候補として重複がないように指定する

ことにより行っている。

IV 領域分割とポストプロセッサ(つ

有限要素法により求められた各節点での電位値を表

示する後処理プログラムとして等高線表示と立体表示

(a)一次■日

図 6

1    4    2

(b)二次檜日

補間関数と節点

2

begin         end

図 7 更新点の順番
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図 5 誘導率と分割
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図 8 等高線の追跡

図9 立体の切り口

について以下に示す。

l.等高線表示(a

高澤はH-3節で述べた領域の分割法の応用例とし
て二次元的に配置された節点に値が与えられている場

合にこれらの値の分布を等高線表示する方法を示して

いる。これは、等高線の交差する線分と領域分割され

た各三角形の辺との関係をうまく利用して、等高線を

連続的に追跡しながら効率的に描くものである。すな

わち、 1つの線分と交差する等高線はその線分の属す

三角形の他の 2辺のいずれかと交わるので、さらにそ

の線分の属す別の三角形を線分テープルから知れば、

また、等高線の交差する線分をその別の三角形の他の

2辺の一方として知ることができる。以後、同様にし

て等高線を追跡していくことができるというものであ

る。(図 8)

2.立体表示
等高線表示は等高線と分割三角形の辺との交点を結

ぶことにより構成されるが、ここでは、y座標 (ま たは

X座標)の一定値と線分との交点を求めることにより

データを3次元的に表示する。一般に、節点に与えら

れた電位値をZ座標とすると節点のデータは3次元空
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図10 軸側投影

間において 1つの曲面を構成するが、この面を立体的

に表示するためXZ面に平行な面により切り取られる
曲線を表示することにより行う。ここで、切リロの面

と交わる三角形の辺は線分テープルから容易に求める

ことができるので、この交点の座標から一次補間によ

り交点での電位値を求め、これらの点を順に結ぶこと

で切リロの曲線が得られる。(図 9)さ らに、この図形

を表示するために軸側投影法や隠れ線処理を行うこと

により立体表示を容易に行うことができる。〈図10)

V 数値解析 例

1.三角形分割による有限要素法データ
(プリブロセッサ)

図11にプリプロセッサの入出力のデータフアイルを

示す。(a)の 入カデータでは、 9点の座標と比誘電率、

領域の境界を表す線分データおよび Neumann条件の

設定された境界上の節点を指定している。ここで、新

たに設定される境界線分の中点に対しては電位値を線

分データの後ろに指定できるようにしている。ここで

の指定がない場合には線分の両端の電位値から補間さ

れる。また、Neulnann条件で指定された節点では電位

データを緩和計算の初期値として利用している。一方、

(b)は出カファイルで有限要素法解析で用いられるデー

タである。節点のデータではその点が三角形の頂点(0

か辺上の点(2)かを判定するデータが付加され、境界の

線分や三角形と6節点と比誘電率、節点の関係する三角

形および緩和計算の更新点の順番が出力されている。

ところで、このプリプロセッサでは有限要素法で用

いられるデータ以外に新たに設定された節点を含めた

節点と境界の線分および Neumann条件の設定された

節点のデータを別に出力している。このフアイルをも

う一度プリプロセッサに入力するとデータがはじめの
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図12 再分割データ

三角形 1つに対しておおむね一様に4個に分割された

ものが得られ、節点数を増した解析のデータとして用

いることができる。(図12)/′
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/′   ●●d o〔 d^`・
//

(b)出カデータ

図 11 プリプロセッサのデータ

入カデータ
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(b)二 次補同関数の場合 (c)一次補間関数の場合

図13 境界饉問題と節点の配■

2.解析精度の比較
図13に示した攪界条件 (電位値が 1辺で正弦波的に

変化し、他の 3辺は0)と節点の配置に対して一次と

二次の補間関数を用いた場合の有限要素法の結果およ

び解析解を表 2に示す。ここで、節点は等間隔の格子

上に設定されいるため一次補間を用いた場合の結果は

差分法 (FDM)によるものと同じである。これより本

報告のデータ作成と解析は有効に機能していることが

わかる。

3.平行平板の例 tll

実際の数値例として平行平板中に円筒形の誘電体が

ある場合の解析例を図14に示す。ここで、上下の導体

をそれぞれ+lV、 -lVに設定しているので、系の対称

性 か ら上 下 の辺 をDirichlet条 件、左 右 の辺 を

Neumann条件とすることにより解析領域を全体の四

分の一としている。このときの解析結果を図15に示す。

入カデータから三角形分割が行われ、有限要素法解析

で必要とされるデータが作成される。このときの節点

数は51、 三角形要素数は78である。そして、解析結果

を表示プログラムにより等高線表示と立体表示により

表している。また、図16は図15の入カデータ (同 じ三

角形要素)を用いたときの一次要素と二次要素に対し

て電位値の収東値を得るまでの緩和係数Wと繰り返し

回数の変化の様子を示したものである。最適の係数は

一次要素の159から二次要素の178になり、繰り返し
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表 2 解析精度の比較

φ‐ 1

図14 平行平板と円筒誘電体

回数もW=1の ときと比較してそれぞれ0182と 0091
の割合の回数で収東していることがわかる。

VI まとめ

本報告では、高澤の提案している領域の三角形分割

のアルゴリズムを用いることにより有限要素法解析で

必要とされる煩雑なデータを容易に扱える方法を提案

した。この方法では、解析領域内の誘電率の違いも考

慮して分割データを作成しているため複雑な解析領域

に対しても適用することができる。また、プリプロセッ

サに与えられるデータは解析領域内の節点と境界の線

分であり、特に、補間関数の次数を考慮する必要はな

く、プリプロセッサの出力として別に得られる節点と

境界の線分のデータを再びプリプロセッサに与えるこ

とで分割が一様に細かくされたデータが得られる。こ

れを用いればデータ数が増え電子計算機のメモリ消費

は多くなるが、直線で囲まれた解析領域に対しては大

まかな初期データのみを作成するだけで細かな分割

データが容易に得られデータ作成の煩雑さが非常に軽

減される。さらに、領域の三角形分割法を用いて有限

要素法解析の結果データの等高線表示に加えて立体表

示する方法を提案し、本報告で提案したデータの作成

・解析 。結果の表示という一連の手続きを円筒誘電体

を含む平行平板の解析に適用した結果、有限要素法解

析を容易に行うことができるようになった。

0   ●=0   1

(a)節点の配口と境界●

節 ● 解析

"
2茨 補 F・| 1次補間(‐ FDM)

1 0320098 0328151 0331784
2 0140904 0143566 0150884
3 0053187 0054692 0058357
4 0452638 0461931 0469242
5 0199268 0191421 0213385
6 0075218 0075201 0082528

φ‐1φ‐1
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入カデニタ

再分割データ

立体表示

図15 平行平板の解析例
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図16 緩和係数と繰り返し回数

(b)二次要素
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