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さにその渦中にあるから。

職業能力開発において数学は各科の基礎を成す教科である。しかし、学生の数学能力は決して

十分であるとは言い難い。数学の能力をつけるためには、単に教科書を読むだけではなく、問題

を解くことが必要である。更に欲を言えば、自ら数学を作 り上げるようなことをすると本当の力

がつくと思われる。また、そのような状況の中で達成感と満足感が得られ、更なる学習及び研究

意欲が湧 くのである。そのためには、数学を楽しく遊び感覚を持って学習することが 1つの方策

である。

しかし、直感 (遊び感覚)で得た式は、往々にして成立しない場合がある。これを少し理論的

にフォローして、直感と理論が一致するようにしたい。本稿はその一例としての報告である。

学の能力をつけるためには、単に問題を解 くだけでは
| はじめに

十分ではなく、自ら数学を作 り上げるようなことをす

コンピュータを使用してアニメーションなどを創作   ると本当の力がつくと思われるからである。また、そ

するとき、完成品がどのような形になるかわからない   のような状況の中で達成感と満足感が得られ、更なる

が、おおよその輪郭やキャラクターを考えてから、成   学習及び研究意欲が湧 くのである。そのためには、数

り行きに任せながら創作することがよくある。操作す   学を楽しく遊び感覚を持って学習することが 1つの方

るうち自然とアイディアが浮かんきてそれを即座にイ   策であると思われる。本稿がその一例となっているこ

ンプットするのである。そして、その画面を見ながら   とを報告する。

また新しいアイディアが浮かぶのである。コンピュー
‖ 予備定理

夕がアイディアを浮かべる手助けをしているといえ

る。                           以下特にことわらない限り級数は無限級数を意味す

そこで、数学の分野にも遊び感覚 (直感)でいろい   るものとする。更に簡便のため、Σん(″)=呂 ス(工)と

ろな数学的性質の発見ができないかを、簡単な級数    する。

今 |″ |く 1と するとき、つぎの級数に関する等式が

告 =Hz+ノ・ +̈♂■̈ 0冽く⇒
成り立つかを考える。

を元にして試みた。画面を眺める代わりにノートの式

l虫(ム
メ)=2(lЦノ

)を見ながらいいアイディアが浮かぶのを期待して数学

問題を考える。しかし、数学という性格上、直感で得   左辺は
ふ

メ =1号 (|ご く1)なので

たものはきちんと証明を与えなければならない。そし

lЦ (呂
メ)=1独ギ号=;て、以上のような雰囲気の数学遊びが、数学学習にとっ

て理想の形であることを主張したい。何故ならば、数   ~方 右辺は
1虫

ェた=(-1)た より
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2(1颯メ)=ユ (1)た

となり振動してしまう。このようにΣ とlimが交換で

きない例がある。そこで、このような間違いをしない

ために、級数についての一般的性質について復習して

おこう。

l 級数の収東
0

応用に便利なので変数zは複素数としておく。複素

平面上の1つの集合Eで定義された関数から成る列

/1(2),/2(2),… ,ん(2),…

が、″→∞ のとき、Eの点で収東するならば、その極限

値は2の関数で、それを/12)とする。このとき、任意

の正数 εに対して,個々の 2∈ Eに無関係であるがε

には依存する自然数 Ⅲ=ゐ(ε)を適当に定めて

|ん〈2)~ズ 2)|く ε (″≧Ⅲ,2∈ E)・…………。
(1)

とできるならば、関数列 (■ (2)}はEにおいて/(2)に

一様収東するという。前述した ゎが2と εの両方に

依る数であって0)が成立すれば、関数列もら(2))は単に

収東するという。以下、収東に関する定理を述べてお

く。それらの証明は省略するが、文献14)にある。

定理 1.Eで定義された関数列 t/2(2))が級数

ん(2)=呂 αヵ(2)

で表されていて、そこで常に α■(2)|≦ bヵ (力 ≧1)、 み

は正の定数で、級数 Σみが収東すれば、1/.(2)}は Eで
一様収東する。

級数 Σα.〈2)の項の絶対値の級数 Σ lα.(2)が 収東

するとき、元の級数 Σα.(2)は籠対収東するという。級

数が収束して、絶対収束しないときは、条件収東する

という。

/12)=呂 α′
た
なる形の級数をべき級数といい、次

のことが成 り立つ :

実数Rが存在して 21く Rなるzに対してべき級数

は絶対収東し、 zl>Rな る2に対しては発散する。

このようなRをべき級数の収東半径 といい、0く Rく
∞ である時円 :lzl=Rを収東円という。

2 級数の微分と積分
0

関数項の級数に対する微分や積分は、一様収束の下

や収東円の内部でいろいろと自由な計算ができる。こ

こでは、それらを保証する定理と交代級数に関する定

76

理を挙げておく。

定理 2.① Eで定義された関数 α々(2)が 連続で、

Σα★(2)が~様収東すれば、/(2)=Σ α々(2)は連続で

ある。

② ①と同じ条件下で、Σα々(2)を項別に積分する

ことができる。即ち、

f""(2 o,())a. = 2(l'o,(z)dz).

定理 3.べ き級数ズ2)=Σ α′たの収東半径を R〈 0

くR<∞ )と すれば収東円の内部において、/12)は何

回でも項別微分及び項別積分可能である。また、収東

半径は次式によって実際に求められる。

お=画 lαたVた (Cauchy Hadamad)

定理4.(Abel)べ き級数バ2)=Σ α′たが収東円の

周上の点2=ζ で収東すれば、2が半径に沿ってζに

近づくとき、

露(独自αた2た)=雲 (岬』αた2々 )

定理 5。 (交代級数)

項が交互に正負なる級数

αl― α2+の一

“

+…

において、ク.>ら ,1(>0),α
"→

0(″→∞)な らば、この級

数は収東する。

3 広義積分
0

被積分関数が有界でない場合には、積分の意味を

もっと拡張する必要がある。/1″ )は区間 [α,b]の上端

うにおいて有界ではなく、十分小さいく>0)に対して

[α,b― ε]で有界かつ積分可能であるとする。ε→0の と

,リイン 題 「
鷲 :認 甜 Lf、計

を

町f~秋″)と =勇歓→凌
同様に、[´,う]の下端αにおいて/(2)が有界でないと

きも広義積分が定義される。即ち、

胸ガ.ズのと=fズ7)と

Ⅲ いろいろな数式

1 式の出発点

ここでは簡単な展開式
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T芸万
=1+2+ノ +… +〆 +… OJく D…■ 0

から出発 して、積分することによっていろいろな面白

い公式を導き出す ことにする。

②は lzく 1の範囲で絶対収束 しているので、定理 3

より0は収東円の内部で項別積分可能である。(2の両

辺を 0か らzま で積分すれば、次式を得る。

-log(1-2)=2+=ノ +=23+… ++2″ +…

(21く 1)… … (3)

ところで、3)は 2=-1の 時で も成立す る。 なぜ な ら

は、

-1+夕 1メ+=(が +¨ 十÷(―ザ‐

は定理 5の条件を満たすので収束する。よって、Abel

の定理より13)式 は 2=-1の 時でも成立する。即ち、

log2=1-=+=一

=+=―

÷
+… … … … に)

が成 り立つ。更に、(3)を項別積分すると、

(1-2)bg(1-0+2=二 7ffギi)(2く 1)¨ 51

となる。そして、z=-1の とき

呂

`黒

ギ;=2満 =Ё
(÷

―
ザ T)=1

となり、級数
菖 準譜挙寺

は絶対収東するから、Abd

の定理によって(9式は z=-1で も成立する。故に、

2bg2 1=為 ―舟+轟―轟+…

が得られる。次に、 2を収東円上の点 とすると、(31は

2=ο・ (0<″ く2π)で も成 り立つ ことが証明されてい

るにlt即 ち、

log(1-〆 )=θ
″+:ο 2‐ +… +÷σ″'+…

である。左辺は、

logll― ′つ=logll-2alθコ2互望ちデニ量生)

=bg(2exp←チ→Si号 )

=log(2sinサ
)十
二デ■′

と変形でき16)式の右辺にEulerの 公式を適用し、実数

部と虚数部に分けそれを上式と照らし合わせれば、次

式を得る。

0く ″く2π の時、

二等 =― bg(2shサ
),…

……………■η

i重 音
L=_喜

手 …… … … … … … … ¨侶)

ここで0式の両辺を積分してみる。

1■ザ弁″=Iπ―bg(2shサ
)″

εを 0く εくπとするとき、[ε,π]で(6)は一様収東する

からにD、
その実数部である0の左辺もε≦″≦πで一

様収束する。よって、左辺は項別積分可能であって、

その積分は

IπΣ坐号生ゐ=21π宰 ″

=i [平
][

=―Σ幾争
これは この関数 として任意の εで絶対収東する。よっ

て、定理 1,2か ら連続 とな りε→0の とき上式は 0と

なる。故に、

0=瞥IΣザ弁あ=fπ bg(2sh;)あ

よって、

110g(Sh;)ゐ =― πbg2…… … … … … …0)

となる。そして、変数変換″2=′ によって計算すれば

/″
10g(dn.)と =―,10g'め (EJer)

を得る。更に、18)で r=〃2と おけば、Ldbnlzの 公式

1-=+=一÷+÷ +… =f…………………00

を、17)で r=π とおけば、再び(4)を 得る。

更に、(3)式 で収東円内の点2=1+σ '(2〃 3<″く

4〃 3)を代入すれば、z=ι
~・ 2(´ =12+σ を2)よ り

Z茨 =θ
~を用2(θ _‐2+ο ″12)カ

=2た (c∝ェカ/2-′sinE鯰12)cos々 ″/2

となる。左辺 は 1-2=― θ
~″

=eXp(J(π ―″))よ り

log(1-2)=log(― ο
~な

)=,(π ―″)

となる。従 って、

(″―→′=二十(c∝サカーたhサカ)Cぼ
=であるから、両辺を比較 して

π″=呂等shサカcOSた ,「
………………。)
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0=二等cOsチカcOS・サ
である。そこで、00で収東半径上の点2″3を考えると

,f″
2論

dr=二絲右辺の級数は

手・
(1+=一

=一=十

÷+=一+―++¨ )

1+=一

=+=+÷

+=―キーキ+… =二争     旦赫 =子 ………………………。9
が得 られ、0'から次の有名な公式を得る。

こ÷=子r………………………………00

そのとき、α〕は実数値であるから虚数部は 0と なる。

よって、

=C(=0.91596 )¨………………00

となり、定理 5を応用 して収東することがわかるにつ。   00の 数 は Catabnの 定数 と呼ばれ、通常 Cで表 され

よって、定理4よ り,→2″3と して る。 ここで虚数部が 0であることと00よ り

が得られる。

2 Catalanの定数

定数に関する数式を考える。先ず、

dnt=禁 =甲

が成立することがわかるに4、 そこで0カ式の積分を行   より

う。|″
~密

|く 1よ り級数04は絶対収東する。よって、

定理 3よ り0カは項別積分可能である。故に、

ここでは 17sin,の級数展開を利用して Catalanの   また、17)式を使用し前と同じように考えて 0から 772

まで積分すると、

一
f″

10g(2shサ
)と =f″

22宰と
よ り

=2/″
2宰と

″     α O =

2 sin″
~1-′

2″ |

=Ё
[fり年]『

2

と表せる。(2)を適用するために、0く /<1な る /を用い

て
スェ;/)=ボ考メ嘉=ルムγセい+い・ ……00             =二絲 =C

となり、ここでもCatalan数 が得られる。よって

とおけば、

f″
10g(Shチ

)と =― C―チbg2

lPofπり(工 ;γ )と =f″
21PO/(″

;r)″
また、(9)式 と

=f″
2,ま

Tと …………O    f″10g(COS,)凌 =メ:bg(Shサ)ゐ

f″

2bg(cOSチ

)dr=C―ザbg2

f府

2か な丁勢万=ズ
″2か
息ノθ・2々 +D″涯   よつて

f″

21。

g(ぬnサ
)と =-2C

=13/た I″

2ra Cた‐
"と             となる。

=′2(妥第十》+fイる二
=キ

と
)ノ       3 Euierの定数

を代入す ると、
=Ё絲 +′

(,二

'非

―呂フ島ァ)  °で2=lfx=)々
_………………………0つ

である。ここで、γ→1-0と すると上式は、最後の式に     
°g2=呂

おいて第 1項の和と第3項の和で絶対収東し、第2項   また、2=1/3を代入すれば、

111魅履[[il争[景][量Li:理禽:農輝[ 10g3睫 2=2+0年………欄
和が交換できて、03と 併せて次の計算が可能 となる。   よって07X10よ り、
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bg3=二十((=)力
+(=)々

)

以下逐次同様にして計算すれば、次式を得る。

bg″ =二 ÷ ((=)A+(=)★
+… +(与)A)……09

09を少し変形すれば、

1)― bg″ =1こ÷(1ナ 1)

となる。そこで、η→∞とする。このとき、左辺は Euler

の定数となり右辺は hmと Σ 力`交換できる。このこと

を示そう。今、十分大きいnを とると、

|二十(111)―Ёウ(Σナ 1)|

≦i+サ鼻1ナ
|

≦i÷ /¨十と

=二πチ可】(ウ )々

l

くウ邑πみ可=ウЁ(7当「ウ)=ウ

故 に、

独2)(1ナ 1)=Ё÷(i11)
となる。 よって、Eulerの 定数 γは

γ=um(1÷ -10g")

=1-i÷ (メカ)-1)(=0.57721¨・)メ
と
'

ここで、ζ(a=ΣナはRたmannのツェータ関数でカ
≧2なので収束している。

4 Foutter級数

0く ″く2π のとき、(81の 両辺を区間 [0,″ ]で積分す

れば、(161よ り

こ≦ザ笙=子―サ+手 …………④
ωで″=〃3を代入すれば、

=券
寺

―
井

+井 ++… =子

となる。上式は、初項を除けば、項が正負連続 3回ず

つ交互に現れる級数である。

001で ″を2″ (0く 2″ <2π)で おき換 え変形す る

と、

=(″

2″)=―寺+券Ё宰
となる。これは1/2(″

2_″
)(0<″く1)の Fouher級数

展開を表している。

5 1orl― r)を含む定積分

ここでは、広義積分の意味から上J芸手立の積分を

考えてみよう。

先ず、2=2(実数)と おく。そして、(31式を変形し

た級数

log(1-″ )

●

=← +=″十
■

2+■3+¨ .+ゥエH+…
)

を考える。このべき級数の収東半径は 1だから定理 3

より|ェ |く 1において、項別積分可能である。よって、

0く εくごく1と するとき、〔ε,●1で積分すれば

/=甲ゐ=r(―Ёギ計)と

=―こウ(・"ε")

となる。級数 二 十
は収東するから、定理 1、 2、 4

より上端で ,→ 1下端で ε→0の とき、Σ との交換がで

きる。

II塾与ユカ=雪 /2ユ与Jと

=冑一言t■
=一言 雪 → ヂ

1=―
i+

となって極限値が存在する。故に、左辺は広義積分可

能で次式の積分が得られる。

11甲 dr=―二+=―子
同様にして

f]響
=Σ

山=二≒峯=手

上 2式から、

f==bg÷青山=―子―壬=―手

fttbg。一めと=-1手+f多 =―手
次に、(3)の両辺を ノ で割れば、

中 =(=+=+=+手+¨‐
)
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となり右辺は1ル を含むので、(0,1)区間の積分は発散

してしまう。しかし、力く2のとき、ム=f甲涯
とおくと、この広義積分は力=1の場合と同じように

して計算できる。そこで、簡易化して計算すると、

ム=―I(i=手
L)あ

=一二(11ギ許と)

=―呂7癬十万

=≠TE(ウ 詰 )

となる。特に、

rl12=fl中山=40og2 1)

r312=f中山=-4 bg2

また、々が負または0の整数のとき、力=― ″(″≧0)

とおけば

た"=て講可Σ+
特に

flbg。
一r)と =1,

11・
bg。一r)と =―

=である(俺°。

IV 終わりに

本稿は定理のみを文献から引用し、その他の結果や

計算はできるだけ本文と注で明らかにするよう心がけ

アと。

当初は、証明よりも着想を強調するつもりであった

が、数学の性格上どうしても論理を重視して書かざる

を得なかった。

[注 ]

(注 1)文献に)の P239で θ=ご―πとおくと

ζ=exp(′ (ご―π))=― ′・ (0<tr<π )と なる。

(注 2)こ の積分には複素関数論による解法があ

り、たいていの文献に0からπまでの積分計算が載っ

ている。例えば、文献(1)P160にある。

(注 3)定 理 5の次の系から出る。

系 項が正負連続して々回交互に現れる級数

80

αl+α 2+・ +α彙―α.+l~ ~α 2■ +・・

において、α">α"+1(>0),α "→
0(″→∞)な らば、この級

数は収東する。

(証明)b"=α 翡+1+… +α腋+た とおけば、

α
">´".l(>0),ら

→0(″→∞)よ り、

b.>仇■(>0),b"→ 0(″→∞
)

である。よって級数 島+あ +… +b"+… は定理 5よ り

収東する。故に、級数 1́+α2+… +αカーαヵ.l~… ~α
2☆

+・・は収東する。

(注 4)0く″く1である。

Ir;y [' ra',>a,- f,''' yyr<,;,ta,l

≦胸f″

21子

甥等_.鶴募カ

=り暑f″

2瑛

而函ご%デ為i雨蜀πゐ
:\+I'' 2″ COS″おh"←+為ζ♂r)″

+ti^ f ''' ,;,]1.ffi;ry
≦り珊

ヱ
毛与評

生

×
[10g(f=iSh″

+(1+=審考科ド)]」

4

+り聟
16(1+百二争ァ)l′

2=0

(注 5)文 献 2)の Ⅱ P40には項 (ζ(力)-1)を 含むい

ろいろな式が載っている。

(注 6)文 献(2)の I P241に 一例がある。
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